
“알고 있는 것을 알고 있는 것(known knowns)이 있

고, 알고 있지만 모른다는 사실을 알고 있는 것

(known unknowns)이 있다. 그러나 우리가 모른다는 

사실조차 모르는 것, 즉 unknown unknowns도 존재

한다.” - 도널드 럼스펠트 (2002)

“There are known knowns; there are things we know 
we know. We also know there are known unknowns; 
that is to say, we know there are some things we do 
not know. But there are also unknown unknowns—

the ones we don’t know we don’t know.”

- Donald Rumsfeld (2002)
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Scailing scal·ing

• 발음미국∙영국 [ skéiliŋ ]
• 명사 [물리] 스케일링, 비례 축소; [컴퓨터] 크기 
조정; [치과] 치석 제거

• 물리학용어집 - 눈금 바꿈

scaling behavior 눈금 바꿈 행동, scaling ansatz 눈금 바꿈 가설, 
scaling theory 눈금 바꿈 이론, scaling law 눈금 바꿈 법칙



Image from <최무영 교수의 물리학 강의>





Image from <최무영 교수의 물리학 강의>



Video from Cosmic Eye





<새로운 두 과학에 대한 논의와 
수학적 논증>  (1638)

둘째날, 밧줄과 들보의 강도에 대한 
논의 중 살비아티의 말… 

“이미 밝혀진 것들로부터, 기술에서든 
자연에서든 구조물의 크기를 방대하게 
늘린다는 것이 불가능함을 쉽게 알 수 
있습니다. 즉 노, 활대, 들보, 쇠못 등 모든 
부위가 하나로 결합되는 방식으로 엄청난 
크기의 배, 궁전, 사원을 짓기란 
불가능합니다. 게다가 나뭇가지들이 
자신의 무게로 부러질 테니 자연도 아주 
거대한 크기의 나무를 만들지 못합니다. 또 
사람이나 말 같은 동물들이 엄청나게 
커진다면, 형태를 유지하고 정상적인 
기능을 수행할 수 있도록 뼈대 구조를 
구축하기가 불가능할 겁니다. … 키가 
터무니없이 커지면, 그 자신의 무게로 
무너지고 짓눌릴테니까요.”

“자연에는 크기 변화에 따른 법칙이 있다”는 
스케일링 개념을 처음으로 명확히 제시





square–cube law
(or cube–square law)
It was first described in 1638 by Galileo Galilei in his Two New Sciences as the 
"...ratio of two volumes is greater than the ratio of their surfaces".

할데인은 1928년 그의 중요한 에세이 「 적절한 크기에 대하여(On Being the 

Right Size)」 에서 우화적인 거인들을 예로 들어 이를 설명합니다 . "...키가 

60피트(약 18미터)인 사람을 생각해 보십시오... 삽화가 있는 천로 역정에 나오는 

거인 교황과 거인 이교도를 생각해 보십시오. ...이 괴물들은... [일반 인간]보다 

1000배나 무거웠습니다. 거인의 뼈는 인간 뼈의 1제곱인치가 지탱하는 무게의 

10배를 지탱해야 했습니다. 평균적인 인간의 허벅지 뼈는 인간 무게의 약 10배를 

견디면 부러지기 때문에, 교황과 이교도는 걸음을 내디딜 때마다 허벅지 뼈가 
부러졌을 것입니다."

https://en.wikipedia.org/wiki/Galileo_Galilei
https://en.wikipedia.org/wiki/Two_New_Sciences
https://en.wikipedia.org/wiki/On_Being_the_Right_Size
https://en.wikipedia.org/wiki/On_Being_the_Right_Size
https://en.wikipedia.org/wiki/On_Being_the_Right_Size
https://en.wikipedia.org/wiki/On_Being_the_Right_Size
https://en.wikipedia.org/wiki/On_Being_the_Right_Size
https://en.wikipedia.org/wiki/On_Being_the_Right_Size
https://en.wikipedia.org/wiki/On_Being_the_Right_Size
https://en.wikipedia.org/wiki/Allegory
https://en.wikipedia.org/wiki/Allegory


Adolphe Quetelet

Lambert Adolphe Jacques Quetelet

(22 February 1796 – 17 February 1874)[1] was 

a Belgian-French astronomer, mathematician, 
statistician, and sociologist

He also founded the science 

of anthropometry and developed the body 

mass index (BMI) scale, originally called the 
Quetelet Index.

Corpulence Index (CI) 
or Ponderal Index (PI)

https://en.wikipedia.org/wiki/Adolphe_Quetelet#cite_note-frs-1
https://en.wikipedia.org/wiki/Adolphe_Quetelet#cite_note-frs-1
https://en.wikipedia.org/wiki/Adolphe_Quetelet#cite_note-frs-1
https://en.wikipedia.org/wiki/Demographics_of_Belgium
https://en.wikipedia.org/wiki/Anthropometry
https://en.wikipedia.org/wiki/Body_mass_index
https://en.wikipedia.org/wiki/Body_mass_index












Endocrine Practice
Volume 31, Issue 11, November 2025, Pages 1351-1394

https://www.sciencedirect.com/journal/endocrine-practice
https://www.sciencedirect.com/journal/endocrine-practice/vol/31/issue/11
https://www.sciencedirect.com/journal/endocrine-practice/vol/31/issue/11
https://www.sciencedirect.com/journal/endocrine-practice/vol/31/issue/11
https://www.sciencedirect.com/journal/endocrine-practice/vol/31/issue/11
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Kleiber's law



유사성 차원 (similarity dimension)



자기 유사 
프랙탈의 차원

‘차원’이란 무엇인가? 
선과 부드러운 곡선 1차원, 
표면은 2차원, 입체들은 3차원

차원은 집합의 모든 점을 설명하는 데
필요한 최소 좌표 수   

코흐 곡선 K 
- 1차원?
- 호의 길이가 무한!



칸토어 집합의 유사성 차원 𝑑 =
ln 2

ln 3
≈ 0.63

코흐 곡선의 유사성 차원

𝑑 =
ln4

ln3
≈ 1.26



칸토어 집합 (Cantor Set)

극한집합 limiting set 

* 칸토어 집합은 프랙탈!

1. 임의의 작은 스케일 구조를 갖는다.
2. 자기 유사성이 있다. 
3. 정수 차원이 아니다.  0.63 차원!  

- 측정값 (measure) 0을 갖는다. 
- 셀 수 없이 많은 점으로 구성된다.



박스 차원 
(box dimension)

용량 차원 (capacity dimension)

𝑑 =
ln 8

ln 3



점별 상관관계 차원

점별 차원 (pointwise dimension) 상관관계 차원 (correlation dimension)

https://en.wikipedia.org/wiki/Correlation_dimension



로렌츠 끌개



Lewis Fry Richardson

(1961) "The Problem of Contiguity: An 

Appendix to Statistics of Deadly Quarrels" 

is a significant 1961 article by Lewis Fry 

Richardson, published in the General 
Systems Yearbook

스페인과 포르투갈 사이의 접한 국경의 길이? 
 987 km? 1,214 km? 

네덜란드와 벨기에 국경의 길이는? 
 380 km? 449 km? 

Coastline paradox 해안선 역설

https://en.wikipedia.org/wiki/Coastline_paradox


How Long Is the Coast of Britain?
Benoit Mandelbrot (1967)

https://en.wikipedia.org/wiki/How_Long_Is_the_Coast_of_Britain%3F_Statistical_Self-Similarity_and_Fractional_Dimension
https://en.wikipedia.org/wiki/Benoit_Mandelbrot


Science
Volume 156, 
Issue 3775
May 1967

Benoit Mandelbrot (1967)

https://en.wikipedia.org/wiki/Benoit_Mandelbrot


프랙탈 (fractals)

- 임의의 작은 규모에서 미세한 구조를 지닌 복잡한 기하학

- 자기 유사성 (self-similarity, self-affinity) 

- 아름다움, 복잡성, 무한한 구조의 절묘한 조합

- 산, 구름, 해안선, 혈관망, 나무, 브로콜리 등의 자연 구조 

- 컴퓨터 그래픽, 이미지 압축, 균열 구조 역학, 유체역학 

(비스코스 핑거링)

- “이상한 끌개”의 기하학적 구조

- 로렌츠 방정식 해의 위상 공간

- 표면 무한 복소체 (infinite complex of surfaces) 



Von Koch curve

Zooming into the Koch curve



Zooming out…

the Koch Snowflake a box fractal



Allometric scaling law



West, G. B.; Brown, J.H.; Enquist, B. J. (1997). Science. 276 (5309): 122-126.
doi:10.1126/science.276.5309.122

https://en.wikipedia.org/wiki/Doi_(identifier)
https://doi.org/10.1126%2Fscience.276.5309.122
https://doi.org/10.1126%2Fscience.276.5309.122
https://doi.org/10.1126%2Fscience.276.5309.122




ሶ𝑄𝑘 = 𝜋𝑟𝑘
2𝑢𝑘

Volume rate of flow

𝑁𝑘 = 𝑛0𝑛1⋯𝑛𝑘

Total number of branches

(flow conservation)

𝐵 ∝ ሶ𝑄 ∝ 𝑀𝑎

Metabolic rate

𝑁𝑐 ∝ 𝑀𝑎

Total number of capillaries



𝛽𝑘 ≡
𝑟𝑘+1
𝑟𝑘

𝛾𝑘 ≡
𝑙𝑘+1
𝑙𝑘

𝑛𝑘 = 𝑛, 𝛽𝑘= 𝛽, 𝛾𝑘= 𝛾 𝑁𝑘 = 𝑛0𝑛1⋯𝑛𝑘 = 𝑛𝑘

𝑁𝑐 = 𝑛𝑁 ∝ 𝑀𝑎



Total volume of fluid (“blood volume”)

𝑉𝑏 ~
𝑉0

1 − 𝑛𝛾𝛽2
=
𝑉𝑐 𝛾𝛽2 −𝑁

1 − 𝑛𝛾𝛽2
∝ 𝑀

𝑀 𝛾𝛽2 𝑁~ 1 Capillaries are invariant units.
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* Space-filling fractal

𝜋𝑟𝑘
2 = n𝜋𝑟𝑘+1

2

* Area-preserving branching

𝛽𝑘 ≡
𝑟𝑘+1
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𝛾 = 𝑛−
1
3 , 𝛽 = 𝑛−

1
2, 𝑎 =

3

4

𝐵 ∝ 𝑀3/4

𝑟0 = 𝛽−𝑁𝑟𝑐 = 𝑁𝑐
1/2

𝑟𝑐 ∝ 𝑀3/8

𝑁𝑐 ∝ 𝑀3/4

𝑙0 = 𝛾−𝑁𝑙𝑐 = 𝑁𝑐
1/3

𝑙𝑐 ∝ 𝑀1/4

Allometric scaling 
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Simulation Model (local rule)
* Value/Profit 
of the facilities



iii rnv 

(Running Monte-Carlo Simulation)

(i) Remove the facility
with the lowest vi

(ii) Construct new
facility near the facility
with highest vi
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• 각 팀이 하나 이상의 실세계 또는 시물레이션 데이터를 골라서 
power-law scaling이 나타나는지 분석해 보세요. 

• 데이터는 물리 실험 (avalache 크기, 균열 길이 분포 등), 생물학/생태 
(종 풍부도, 질량–대사율 관계 등), 사회/도시 (도시 규모와 
인프라/경제 지표, 소득 분포 등), 그리고 네트워크 시물레이션 데이터 
(네트워크 percolation / Ising / sandpile 에서 클러스터나 avalanche 
크기 분포 등) 가운데에서 자유롭게 선택하세요. 

• 선택한 데이터에 대해 히스토그램과 PDF/CCDF, log–log 플롯을 
그려서 파워법칙 후보 구간을 찾아보고, 그 구간에서 직선 피팅으로 
지수를 추정해 보세요. 

• 가능하다면 지수분포나 로그정규분포와도 비교해 보면서, “정말 
power-law라고 부를 만한가, 아니면 cutoff가 있는 파워법칙이나 단순 
heavy-tail인가”를 정성적으로 토론하고 관련 모델을 제시해 보세요.

• 각 팀이 자기 데이터셋과 관련된 논문을 최소 두 편 이상 찾아서, 그 
분야에서 어떤 스케일링 법칙이 보고되어 있는지, 전형적인 지수 값이 
얼마인지, 그리고 그 지수를 어떻게 해석하고 있는지(임계현상, 보편성, 
자기조직화 임계, 최적화 메커니즘 등) 함께 토의하세요.

과제









Exploring the relationship 

between the spatial 

distribution of roads and

universal pattern of 

travel-route efficiency in 

urban road networks

Minjin Lee et al. (2023)

Chaos, Solitons and Fractals 174, 

113770 (2023).







Gala Contemplating 
the Mediterranean Sea, 
1976 by Salvador Dali



SCIENTIFIC REPORTS | 4 : 7370 | DOI: 10.1038/srep07370











* Thanks to :

Populouscape Team.

* Special thanks to…

& Soo-Jin Lee 이수진 (KAIST 문화기술대학원).

http://www.populouscape.com/



Homogeneous function (동차함수)

K. Christensen and R. Moloney, “Complexity and Criticality” (2005).



Homogeneous f(x),  power law

power law homogeneous



𝑎 = −
1

2

𝜆𝑎 =
1

10



Two variables function f(x, y)



Generalised homogeneous function

scaling form

𝜆𝑎 =
1

𝑥
, 𝜆 =

1

𝑥 1/𝑎



Scaling function form

generalised homogeneous function



Ex)



Ex)



Fractals

?





Density or prosity



3차원(d = 3) 다공성 프랙탈 물질 내부의 서로 연결된 구멍들 안에
기름이 존재하는 유전(oil reservoir)을 생각하자. 부피가 0.001 m³, 
0.008 m³, 0.064 m³ 인 세 샘플에서 측정된 기름의 밀도는 각각 250 
kg/m³, 177 kg/m³, 125 kg/m³ 이다. 부피가 103 km³ 인 유전에서
회수할 수 있는 기름의 양은 얼마인가?

Q.



What is Percolation?

percolation n.   

1 여과; 삼출, 삼투

2 퍼컬레이션 ((퍼컬레이터로 커피 끓이기))

사전적 의미(?)

Square 
lattice

2
Ζ

Cluster

Giant cluster

- First discussed by Hammersley in 1957Percolation

The number and properties
of clusters ?



A fun example
Let's consider a 2D network as shown 
in left figure. The communication 
network, represented by a very large 
square-lattice network of
interconnections, is attacked by a 
crazed saboteur who, armed with wire 
cutters, proceeds to cut the connecting 
links at random.

Q. What fraction of the links

(or bonds) must be cut in order 
to electrically isolate the two 
boundary bars?

A. 50%



Threshold concentration

P = 0.6 P = 0.5

▪ Threshold concentration (       ) = 0.5927   ( 2D square site )



Percolation thresholds
In finite systems as simulated on 

a computer one does not have in 
general a sharply defined 

threshold; any effective threshold 

values obtained numerically or 
experimentally need to be 

extrapolated carefully to infinite 

system size.

Thermodynamic limit - physicist

Mathematically exact ?  



Exact percolation threshold  Pc

Bethe lattice ( with z branch )  =
1

1

−z
1 D chain  =  1

square bond percolation = 1/2

triangular site percolation = 1/2

triangular bond percolation  = )
18

sin(2


honeycomb bond percolation  = )
18

sin(21


−

honeycomb site percolation   1/2

For square site percolation and 3D percolation, no plausible guess for exact result.



Percolation Phase Transition

K. Christensen and R. Moloney, “Complexity and Criticality” (2005).



Percolation Theory

P¥ : probability that any given site belongs 
to the infinite (giant) cluster 

: density of clusters of size s
number of clusters of size s per lattice site

ns

1st moment of cluster size



Percolation Theory
: density of clusters of size s

number of clusters of size s per lattice site

ns nss
s

å = p    (p < pc )

p << pcFor

p = pcFor

ns µe
-cs    c = f (p)

ns µ s
-t

ns µ s
-te-cs       cµ p- pc

1/s
   (p® pc )

P¥ : probability that any given site belongs to the infinite cluster 

P¥ + sns = p
s

å

P¥ = 0     (p < pc )

P¥ µ p- pc
b

          p = pc +e

1st moment of cluster size



Susceptibility
2nd moment of cluster size

: average cluster size S  
(percolation susceptibility)



Susceptibility
2nd moment of cluster size

: average cluster size S  
(percolation susceptibility)

correlation length



Percolation Theory
S =

s2ns
s

å

sns
s

å
µ s2ns

s

å : average cluster size S  (Percolation susceptibility)

µC- p - pc
-g

     (p < pc )

µC+ p - pc
-g '

     (p > pc )

g = g '   ;    R =
C-

C+

      universal

2nd moment of cluster size

Percolation specific heat

zeroth moment of cluster size

Consider the Gibbs free energy as the singular part of the zeroth moment of 

cluster size distribution.

GS (p) = ns (p)
s

å
é

ë
ê

ù

û
ú

sing

M0 = s0ns = ns
s

å
s

å µ p- pc
2-a

Percolation correlation length x µ p- pc
-g



Critical Percolation Thresholds

K. Christensen and R. Moloney, “Complexity and Criticality” (2005).



Universal Critical Exponents

Scaling Relations! 

K. Christensen and R. Moloney, “Complexity and Criticality” (2005).



Scaling function



P¥ + sns = p
s

å







Self-similarity









Scaling Relations 

Near p = pc

b =
t - 2

s
g =

3-t

s
2 -a =

t -1

s
= 2b +g D = d -

b

n

Exact results on a Bethe Lattice ( Cayley tree )

pc =
1

z -1
 ,     t =

5

2
 ,    s =

1

2
 ,      g =1 ,    b =1



Finite size scaling











Real-space renormalisation group procedure

We now outline a three-step procedure to perform a real-space 

renormalisation group transformation

(1) Divide the lattice into blocks of linear size b (in terms of the 

lattice constant) with each block containing at least a few sites.

(2) Replace each block of sites by a single block site of size b which 

is occupied with probability 𝑅𝑏 𝑝 according to the renormalisation

group transformation.

(3) Rescale all lengths by the factor b to restore the original lattice 

spacing.









𝜉

𝑏
∝

𝑝 − 𝑝𝑐
−𝜈

𝑏
= 𝑅𝑏 𝑝 − 𝑝𝑐

−𝜈 ∝ 𝜉′



𝑏 = 3



(exact value) 𝜈 =
4

3



(exact value) 𝑝𝑐 = 0.59274621





(exact value) 𝜈 =
4

3



Small cell renormalization
33 triangular lattice

)1(3)(' 23 ppppRp b −+==

Recursion relation
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


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=
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pp

p
p

p


22 square lattice bond percolation (?)

 (exact)  
3

4
   (exact),  

2

1
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322345

2252    
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8

13'
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2

1

*
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The Ising model becomes scale invariant at (Tc,0), where the correlation 

length is infinite.

(1) Divide the lattice into blocks, I, of linear 

size b (in terms of the lattice constant) with 

each block containing 𝑏𝑑 spins.

(2) Replace each block I of spins with a 

single block spin, 𝑠𝐼, according to some 

coarse graining rule which is some function 

of the spins within block I.

(3) Rescale all lengths by the dimensionless 

scale factor b to restore the original lattice 

spacing.

Kadanoff’s block spin transformation





In the vicinity of the critical point, 𝑡′ = 𝜆𝑡 𝑏 𝑡, 𝑏 > 1, 𝜆𝑡 𝑏 > 1

𝜆𝑡 1 = 1

𝑡′′ = 𝜆𝑡 𝑏2 𝑡′ = 𝜆𝑡 𝑏2 𝜆𝑡 𝑏1 𝑡 = 𝜆𝑡 𝑏1𝑏2 𝑡

𝜆𝑡 𝑏2 𝜆𝑡 𝑏1 = 𝜆𝑡 𝑏1𝑏2 Power law

𝜉′ =
𝜉

𝑏
𝜉′~ 𝑡′ −𝜈 = 𝑏𝑦𝑡𝑡 −𝜈 = 𝑏−𝜈𝑦𝑡 𝑡 −𝜈~

1

𝑏
𝑡 −𝜈 𝑦𝑡 =

1

𝜈



Generalised homogeneous function

scaling form



𝑏 = 𝑡 −1/𝑦𝑡 ∝ 𝜉



Widom Scaling Ansatz





Free energy density







Surface roughness

ih
=
i

ih
L

h
1

Ballistic deposition
(BD)

Random deposition
(RD)

 
2 

1

)(),(
1

)( 
=

−
L

i

thtih
L

tW



𝑤 𝐿, 𝑡 ~ 𝑡𝛽 𝑡 ≪ 𝑡×

𝑤𝑠𝑎𝑡 𝐿 ~ 𝐿𝛼 𝑡 ≫ 𝑡×
𝑡× ~ 𝐿𝑧



Dynamic Scaling in Surface Growth

• Surface roughness W(t)

• Growth exponent  β

• Roughness exponent α

• Dynamic exponent z

 
2 

1

)(),(
1

)( 
=

−
L

i

thtih
L

tW

Ref.: A.-L.Barabasi and H.E. Stanley, Fractal Concepts in Surface Growth, Cambridge Univ. Press.




=z
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