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Preface

이노트는 2025년 1월 6-9일동안 Postech캠퍼스의 APCTP에서열린제22차통계물리겨울학교 (22th KIAS-APCTP

Winter School on Statistical Physics)의 5시간 짜리 강의에 쓰인 교재입니다.

능동적으로 움직이는 물체로 구성된 active matter systems에 대한 통계물리 분야의 연구는 Vicsek, Czirók, Ben-

Jacob, Cohen, Shochet이 1995년에 발표한 Physical Review Letters 논문 [VCJ+95]에서 비롯되었습니다. 이 논문은

물체의능동적인운동성 (motility)이다체계집단현상의보편성을결정하는핵심적인역학을담당한다는교훈을주고

있습니다. 단순하면서도 흥미로운 결과를 보여주는 toy model은 끊임없이 발표되고 잊혀집니다. 그 중의 하나가 아

닐까 했던 Vicsek 등의 모형은 놀랍게도 발표된지 30년이 지난 오늘까지도 통계물리 연구자에게 새로운 연구에 대한

영감을 불러일으키고 있습니다. 통계물리 연구자들은 이론 연구를 통해서 혹은 생물 실험분야와의 협동 연구를 통해

능동적인 운동성이 만드는 새로운 동역학적 물질상태, 비평형 상전이, topological defects, pattern formations 등을

활발히 연구하고 있습니다.

이강의는다양한대칭성을갖는 active matters가운데 polar order대칭성을갖는계의비평형상전이만을다루고

있습니다. 이 주제를 입자 기반 연구에 기본이 되는 Vicsek 등의 모형과 active Brownian particles 모형을 통해 다룰

것입니다. GPU를활용한 molecular dynamics기법은입자기반모형계의상전이를다루는강력한수치연구방법입

니다.한편 Boltzmann방정식과 Smoluchowski방정식은입자기반모형계를여러가지이론적인연구방법을적용할

수 있는 continuum 방정식으로 기술할 수 있게 해줍니다. 강의를 통해서 자세히 소개할 두 방법론이 active matters

뿐만 아니라 다른 연구 분야에서도 활용할 수 있길 기대합니다.

실습을 원하는 분들을 위해 CUDA로 작성된 molecular dynamic simulation 프로그램과 python3로 작성된 anima-
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tion프로그램을공개하겠습니다. CUDA프로그램을사용하기위해서는 C혹은 C++언어에대한지식이필요하며Nvidia

의 gpu가필요합니다 [참고: https://sites.google.com/view/jdnoh-tcp/cuda-gpu]. Animation프로그램을사용하

기위해서는 python3와 C/C++ compiler가필요합니다.네트워크를통해이들전산자원에접근할수있는환경을미리

마련해 놓길 바랍니다.

이 강의 노트는 여러 review papers를 참조하여 작성했음을 밝힙니다 [MJR+13, PBGC14, Cha20].
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1
서론

1.1 Active matter란?

고전적인 다체계를 구성하는 입자의 동역학을 생각해보자. 고립된 계에서 입자의 운동은 결정론적인 운동방정식을

따른다. 계가 열적인 혹은 비열적인 외부 환경과 상호작용하고 있다면 입자의 운동은 확률적인 속성을 가진 Langevin

방정식으로 기술된다. 예를 들어 온도가 T이고 damping coefficient가 1/µ인 유체에서 Brown 입자는 외력 말고도

매질을 구성하는 입자들과의 무작위적인 충돌의 영향을 받는다. Overdamped limit에서 Brown 입자 i의 위치 ri는

다음의 stochastic Langevin 방정식을 따른다:

ṙi = µFi +
?

2Dηi(t)
[
diffusion constant D = µkBT, xηi(t)y = 0, xηi(t)ηj(t1)y = δijδ(t ´ t1)

]
. (1.1)

만약 Brown 입자가 제3의 외부 환경으로부터 에너지를 흡수하여 이를 역학적 에너지로 전환할 수 있다면, 입자는

stochastic noise η에의한피동적인운동에더해자발적이고능동적인운동을할수있게된다.능동운동의속력을 v0,

방향을 단위 벡터 n로 나타내면 입자의 운동방정식은

ṙi = v0n(t) + µFi +
?

2Dηi(t) (1.2)

1



1 서론

의 꼴을 갖게 되며, v0와 n 또한 자체의 동역학을 갖게 된다. 자발적인 운동성 (motility)을 갖는 입자로 구성된 물질을

능동물질 (active matter)이라 부른다.

능동물질이아닌경우에도입자들은운동성을가질수있다.앞서소개한 Brown입자가그대표적인예이며,비평형

통계역학에서 흔히 다루는 driven lattice gas systems 역시 움직이는 입자로 이루어져 있다. Motility와 mobility를

완벽히 가를 수 있는 구분을 제시하기는 어렵지만, 대체적으로 능동물질은 persistence 속성이 있는 입자로 구성된

계를 지칭한다.

능동물질의예는자연계,특히생물학계에서쉽게찾을수있다.세포내의 active cytoskeleton부터날아다니는새에

이르는 생물학적인 능동물질계는 생화학 에너지를 motility의 원료로 삼는다. 상이한 화학적 조성을 갖는 양 면으로

이루어진 Janus particle, 자기장으로 구동되는 Quincke roller, 전기 에너지로 구동되는 로봇 등은 인공적으로 합성된

능동물질의 예로서 실험 연구에 활용되고 있다.

1.2 집단거동에 대한 통계물리 연구 흐름

거시계의 집단거동에 대한 통계물리 연구의 흐름을 단순화해서 기술해보자. 전통적인 통계물리학의 무대는 격자 (lat-

tice)였다.격자점에고정되어있거나격자점사이를이동하는입자혹은스핀들의상전이와동역학적축척현상에대한

연구가 활발하게 진행되었고, 그 결과로 공간의 차원, 대칭성, 보존법칙 등이 거시계 집단거동의 보편성을 결정하는

중요한 요소임을 알게 되었다.

복잡 연결망 특히 척도 없는 연결망의 발견은 통계물리학의 무대를 더욱 확장시켰다. 복잡 연결망의 노드 위에서

고정된 혹은 링크를 통해 운동하는 입자와 스핀들을 사용해 다양한 연구가 진행되었고, 이러한 시도는 통계물리학의

범주를 공학/인문/사회분야의 복잡계에까지 넓혔다.
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1 서론

능동물질계는입자혹은스핀의내부상태와더불어위치까지동역학적인변수가된다는점에서통계물리학연구의

새로운 패러다임으로 자리잡고 있다. 능동물질계에서는 입자의 공간적인 자유도와 스핀 등의 내부 자유도가 강하게

결합되어있다.이전에고려되지않았던새로운종류의결합은통계물리학연구자에게많은연구과제를던져주고있다.

3



2
Vicsek model

2.1 Vicsek model

Vicsek 등은 새 무리의 떼지음 현상을 설명하기위해 1 “self-driven particles"로 이루어진 모형계를 도입하고 Monte

Carlo simulation 연구를 수행하여 얻은 새로운 종류의 상전이를 보고하였다 [VCJ+95]. 해당 논문의 저자는 총 5명이

지만, 모든 문헌에서 그렇듯이 논문에서 제시한 모형을 Vicsek 모형이라 부르겠다. Vicsek 모형의 특징을 정리해보자.

• L2 크기의 2차원 평면 위에 N = ρN2 개의 점입자로 구성

• 입자 i의 상태는 위치 ri(t)와 속도 vi(t) = v0(cos θi(t), sin θi(t))로 정해지고, 속력은 |vi| = v0로 일정하다.

1떼지어다니는동물에대한 artificial life모형은 1986년에전산과학자인 Craig Reynolds가도입한바있다. Boid = B(irds) + (andr)oid로

명명한 모형 및 관련자료는 https://www.red3d.com/cwr/boids에서 확인할 수 있다.

4
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2 Vicsek model

• ∆t = 1의 시간 간격 동안 모든 입자의 위치와 속도가 동시에 업데이트 된다.

ri(t + 1) = ri(t) + vi(t), θi(t + 1) = Arg

ÿ

jPNi

eiθj(t)

+ ξi(t) (2.1)

Ni: 입자 i와의 거리가 r0 = 1보다 작은 입자들의 집합

ξi(t): uncorrelated random noise uniformly distributed in the interval [´η : η/2]

• 각 입자는 자신의 속도 방향을 주위 입자의 평균 운동 방향과 정렬하고자 한다.

• 속도정렬 상호작용은 유한한 거리 r0 = 1 내에서만 작용하는 short range interaction이다.

• 속도정렬 상호작용은 속도 방향 각도 θ를 임의의 각도 ϕ만큼 더하는 (θ Ñ θ + ϕ) 연속적인 회전변환에 대해

대칭적이다.

• 입자의 motility를 제외하면 입자의 속도 방향 각도는 강자성 XY 모형과 같은 대칭성을 갖는다. 이러한 이유로

Vicsek 모형의 입자를 flying XY spin, Vicsek 모형을 active XY 모형이라고 부르기도 한다.

강자성 속성을 갖는 alignment 상호작용은 모든 입자가 같은 방향으로 움직이는 떼지음 (flocking) 집단거동을

일으킬 수 있다. 전체 입자의 평균 속도는 떼지음 현상의 order parameter 역할을 한다.

va =
1

Nv0

C
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

i=1

vi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

G

s

(2.2)

1995년의 논문에서 저자들은 입자 밀도 ρ와 aligning interaction을 방해하는 잡음의 크기 η를 바꿔가며 수치계산을

수행하여 다음과 같은 결론을 얻었다.
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2 Vicsek model

• 밀도가 낮고 잡음의 크기가 큰 영역에서 계는 va = 0인 disordered (gas) phase에 있다.

• 밀도가 높고 잡음의 크기가 작은 영역에서 계는 대칭성이 자발적으로 깨진 va ‰ 0인 ordered (flocking) phase

에 있다.

• gas phase와 flocking phase 사이에는 order-disorder 연속 상전이가 일어난다.

va „ |ηc ´ η|
0.45˘0.07, va „ |ρ ´ ρc|

0.35˘0.06 (2.3)

이 결과는 커다란 논란을 촉발하며 active matters가 통계물리 분야의 중요 연구 주제로 부상하는데 결정적인 계기가

되었다.

2.2 Mermin-Wagner theorem

Mermin-Wagner (혹은 Hohenberg-Mermin-Wagner) 정리는 근거리 상호작용하고 연속 대칭성이 있는 열평형계에

대해다음과같이주장한다: “Continuous symmetries cannot be spontaneously broken at finite temperature in

systems with sufficiently short-range interactions in dimension d ď 2" [Hoh67, MW66].

d차원 격자에서 정의된 XY 모형을 통해 정리의 의미를 이해해보자. XY 모형의 해밀토니안은

H = ´J
ÿ

xi,jy

cos(θi ´ θj) [ferromagnetic coupling constant J ą 0] (2.4)

이다. 이 해밀토니안은 nearest neighbor interaction만을 포함하고 있고 스핀 각도를 임의의 각도 ϕ로 회전 이동하는

연속 변환에 대해 불변인 U(1) 대칭성을 갖고있다.

6



2 Vicsek model

Figure 2.1: Vicsek 모형의 snapshot과 order parameter scaling. (참고문헌 [VCJ+95]에서 발췌함.)
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2 Vicsek model

XY 모형의 ground state는 모든 스핀이 일렬로 정렬된 (θg
i = θ0) 강자성 상태, 즉 U(1) 대칭성이 자발적으로 깨진

상태이다. 강자성 상태가 열적 요동에 살아남는지를 살펴보기 위해 거시적인 거리 L에 걸쳐서 스핀 각도가 2π만큼

어긋나는 spin wave excitation θi = θ
g
i + 2πxi/L 을 고려해보자. L이 큰 경우 spin wave excitation의 에너지는

∆E »
J
2

ÿ

xi,jy

(θj ´ θi)
2

» Ja2Ld´2 (2.5)

이다. d ď 2일 때 이 값은 0으로 수렴하거나 유한한 값으로 수렴한다. 따라서 온도가 0이 아니면 열적요동으로 생성

확산된 spin wave excitations이 강자성 질서를 파괴한다. 경계에 있는 d = 2 차원은 특별한 경우에 해당되어, long

range ferromagnetic order는파괴되지만스핀-스핀상관관계함수가 power law를따르는 quasi long range ordered

상태가 가능하다 [JKKN77].

앞서살펴본바와같이 Vicsek모형은 XY 모형과같은대칭성을갖는 active XY 모형에해당한다. Vicsek모형에서

발견된 flocking phase는 Mermin-Wagner 정리에 의해 열평형계에서는 존재할 수 없은 새로운 물질 상태인 것이다.

Mermin-Wagner 정리의 제한을 깨고 연속적인 회전 대칭성이 자발적으로 붕괴되는 근원은 무엇일까?

Tasaki는 Mermin-Wagner 정리를 flocking 모형으로 확장하려는 시도를 했다 [Tas20]. 위치 ri, 속도 vi의 속성을

갖는 N개의 입자가 면적이 L2인 2차원 공간에 있다. 계의 해밀토니안은

H =

 N
ÿ

j=1

ϵ(|vj|) +
ÿ

j‰k

u(rj, rk)

´
ÿ

j‰k

J(rj, rk)
vj

|vj |
¨
vk

|vk|
(2.6)

이고 (u: hard core repulsion, J ą 0: short-range alignment interaction kernel), 속도 방향을 임의의 각도로 회전

하는 연속 변환에 대해 불변인 대칭성을 갖는다. Tasaki는 McBryan-Spencer bound라는 수학적 테크닉을 사용하여

8



2 Vicsek model

온도가 1/β인 열평형 상태에서 거리가 l만큼 떨어진 두 입자의 속도-속도 상관관계 함수가 만족하는 부등식

Cl(β) :=
1

Z(β)

ż

dRdV

(
vj

|vj|
¨
vk

|vk|

)
e´βH

ď

(
l

a0

)´η

(2.7)

을얻었다 (η는양의상수).이결과는입자의운동성이연속대칭성을필연적으로붕괴시키지는않다는것을의미한다.

Tasaki의 결과는 flocking order를 갖는 Vicsek 모형의 결과와 양립할 수 있을까?

2.3 Toner-Tu 이론

Vicsek모형논문이발표된해에 Toner와 Tu는현상론적인장방정식을제시하고 renormalization group (RG)분석을

수행하여 2차원에서 long range flocking order가 존재할 수 있음을 주장하였다 [TT95, TT98]. 입자의 밀도 ρ(r, t)와

속도 v(r, t) field에 대한 Toner-Tu 방정식은 다음과 같다.

Btρ +∇ ¨ (ρv) = 0 (2.8)

Btv + λ1(v ¨ ∇)v + λ2(∇ ¨ v)v + λ3∇|v|
2 =

!

α ´ β|v|
2
)

v ´ ∇P + D0∇2v + D1∇(∇ ¨ v) + D2(v ¨ ∇)2v + f . (2.9)

α ą 0일 때 이 방정식은 homogeneous ordered state에 해당하는 해 ρ(r) = ρ0, v = v0ex를 갖는다. Toner-Tu는

일련의 근사를 통해 homogeneous ordered state로부터의 요동 ρ = ρ0 + δρ, v = (v0 + δv∥)ex + δvK의 상관관계

함수가 anisotropic power law scaling을 따름을 보였다.

C(R) := xvK(r+R, t) ¨ vK(r, t)y = R2χ
K

Fv

(
R∥

Rζ
K

)
(2.10)

9



2 Vicsek model

또한 RG 계산을 통해 2차원에서 roughness exponent χ와 anisotropy exponent ζ의 정확한 값을 구했다.

χ = ´
1
5

, ζ =
3
5

(2.11)

Roughness exponent가 음의 값을 갖기에 속도의 요동은 거리가 멀어질수록 줄어든다. 즉, 요동이 flocking ordered

state를파괴할수없음을의미한다. Toner-Tu의결과는Mermin-Wagner정리를따르는열평형계에서와는달리 active

matter에서 연속 대칭성이 자발적으로 붕괴될 수 있음을 해석적으로 보인 최초의 업적으로 간주되고 있다.

그러나, Toner-Tu의 이론은 지나치게 현상론적이고 구체적인 모형계화의 관계가 불분명하다는 단점을 갖고 있다.

더군다나 Toner는 2012년에 출판한 논문에서 Toner-Tu 모형에서 고려하지 않은 새로운 비선형항을 추가로 도입하면

Toner-Tu RG 계산의 엄밀성이 사라짐을 보였다 [Ton12]. 따라서 Toner-Tu의 이론은 Mermin-Wagner 정리와 같은

엄밀한 이론으로 받아들이기보다는 근사적인 이론으로 받아들이는 것이 타당하다.

2차원 Vicsek 모형의 ordered phase 영역에서 수치적으로 계산한 상관관계함수는 식 (2.10)과 같은 anisotropic

power law scaling을따른다 [MGC19].단,임계지수의값은 χ = ´0.31(2), ζ = 0.95(2)이며 Toner-Tu의값과약간의

차이를 보인다.

2.4 연속 상전이인가 불연속 상전이인가?

자발적 연속 대칭성 붕괴와 더불어 flocking 상전이의 속성 또한 논란을 불러 일으켰다. Vicsek 그룹은 1995년의 논문

이래로 flocking 상전이가 연속 상전이라고 주장하였다 (식 (2.3) 참조). 그러나, 큰 크기에서 긴 시간동안 수행된 수치

계산은 flocking 상전이가 불연속 상전이임을 보여주었다. 흥미롭게도 (ρ0, η) 평면에서의 상평형 그림은 액체-기체

상전이를 겪는 유체의 상평형 그림과 유사하다 [Cha20].
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2 Vicsek model

• homogeneous disordered (gas) phase (va = 0): 밀도와 속도의 상관관계가 지수함수적으로 감소한다.

• polar ordered/homogeneous ordered/flocking (liquid) phase (va ą 0): 입자들이 집단적으로 한 방향으로

운동한다. 입자들은 계에 균일하게 분포하지만 입자 밀도는 강하게 요동친다(giant number fluctuation). 즉,

면적이 ξ2인 영역에 포함된 입자 수를 nξ라 할 때, 입자 수의 편차가 power law scaling x(δnξ)
2y „ xnξyα을

따르며 2차원에서 임계지수는 α = 8/5 (Toner-Tu), 1.67 (simulation)이다 [MGC19].

• band (coexistence) phase: 기체 상태와 액체 상태로 상분리(microphase separation)가 일어난다. 상분리된

액체는 횡으로 펼쳐진 띠(bands) 모양으로 기체상태를 배경으로 운동한다. 액체 띠의 폭과 간격은 유한하다.

11



2 Vicsek model

Figure 2.2: Vicsek 모형의 상평형 그림과 공존상에서의 띠 구조 ([Cha20]에서 발췌)
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3
수치적 연구 방법

3.1 Self-propelled particle 모형

입자기반의 active matter모형가운데가장대표적인것이 self-propelled particles (SPP)모형이다.각입자의상태는

위치벡터와 속도벡터의 쌍 (r,v)으로 주어지고, 이들은 모형계의 특성을 반영하여 거리와 속도에 각각 혹은 함께 의

존하는 상호작용을 주고 받으며 시간에 따라 변화한다. 입자의 속력은 흔히 상수 v0로 취급하고, 속도의 방향은 polar

angle ´π ă θ ď π로 표시한다. 즉, v = v0n(θ)이고 n(θ) = (cos θ, sin θ)는 속도방향의 단위벡터이다.

3.1.1 Vicsek-type 모형

• discrete time t = n ˆ ∆t, continuum space r P R2

13



3 수치적연구방법

• 단거리 속도정렬 상호작용을 포함한 운동 방정식

ri(t + 1) = ri(t) + v0n(θi(t)) (3.1)

θi(t + 1) = Arg

 ÿ

jPNi(r0)

eiθj(t)

+ ξi(t) (3.2)

Ni(r0)는 입자 i로부터의 거리가 r0 이하인 입자들 집합을 나타내고, ξi(t)는 구간 [´η
2 : η

2 ] 사이에 균일하게

분포하고 상관관계가 없는 잡음을 나타낸다.

3.1.2 Active Brownian Particle (ABP) 모형

• continuous time, continuum space r P R2

• 단거리 상호작용 포텐셜 W과 속도정렬 상호작용을 포함한 운동 방정식

dri

dt
= v0n(θi) ´ ∇riW +

a

2Dtζi(t)

dθi

dt
= ´

J
|Ni(r0)|

ÿ

jPNi(r0)

sin(θi ´ θj) +
a

2Drξi(t)
(3.3)

• 입자 사이에 단거리 척력이 작용하고 속도정렬 상호작용이 없을 때 (J = 0), ABP 모형은 motility-induced

phase separation (MIPS) 현상을 일으킨다 [FM12].
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3 수치적연구방법

Figure 3.1: ABP에서 일어나는 MIPS ([FM12]에서 발췌).

3.2 Molecular dynamics 알고리듬

입자기반모형에대한분자동역학알고리듬을알아보자. SPP의운동방정식을수치적분할때가장어려운일은단거리

상호작용의 크기를 계산하는 것이다. 만약 각 입자의 상호작용 짝 Ni(r0)을 구하기 위해 모든 입자의 위치를 점검한다

면단위시간간격 ∆t동안에수행해야하는계산양은전체입자갯수의제곱 N2에비례할것이다.이계산을효율적으로

수행하는 것이 분자동역학 계산의 핵심 과제이다.
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3 수치적연구방법

3.2.1 Cell linked-list

Cell linked list 혹은 cell list를 사용하면 근거리 상호작용 계산에 필요한 계산양을 O(N)으로 획기적으로 줄일 수

있다 1. 그림 3.2의 2차원 예를 보며 cell linked-list를 만드는 과정을 살펴보자.

1. 4 ˆ 4의 2차원 공간에 8개의 입자가 분포하고 있다.

2. 전체 공간을 r0 ˆ r0크기의 cell들로 분할한다. r0 = 1인 경우 16개의 셀이 생긴다.

3. 각 입자의 셀 주소를 계산한다 (0번 입자→10번 셀, 1번 입자→4번 셀, ...).

4. 입자들을 셀 주소 기준으로 sorting하고, 입자의 인덱스를 셀 주소 순서대로 재설정한다.

5. 각 셀에 포함된 입자의 머리 번호와 꼬리 번호를 저장한다 (1번 셀에는 0 „ 0번 입자, ..., 10번 셀에는 4 „ 5번

입자, ...). 비어있는 셀의 머리 번호와 꼬리 번호는 NULL로 설정한다.

이 과정을 마치면 (i) 각 입자는 모든 속성을 보존한 채로 인덱스만 바뀌고 (ii) 각 셀은 자신에 포함된 입자들의 목록

(머리번호와 꼬리번호 사이)을 갖게된다.

3.2.2 상호작용 짝 찾기

Cell linked list를사용해입자 i의상호작용짝을찾는방법을알아보자.역시그림 3.2의 2차원예를통해설명하겠다.

1필자는 cell list에기반한분자동역학기법을 2012년 1월 30일에서 2월 3일동안 POSTECH에서열린제9차통계물리겨울학교에서배웠다.

강력하고 유용한 수치계산법을 알려주신 KISTI의 정영균 박사께 진심으로 감사의 인사를 올린다.

16



3 수치적연구방법

Figure 3.2: Cell linked-list 만들기.
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• 입자 i가 속한 cell과 주위의 둘러싸고 있는 cell 총 9개를 고려한다. (i = 2이면 t0, 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10u)

• 셀에 저장된 입자의 머리, 꼬리 번호 정보를 사용하여 9개 셀에 포함된 모든 입자의 집합 A를 구한다. (i = 2

이면면 A = t0, 1, 2, 4, 5u)

• A에속한입자가운데입자 i와의거리가상호작용반경 r0보다작은입자들찾아 Ni(r0)에저장한다. (i = 2이면

N2(r0) = t1u)

한 입자당 9개의 셀에 포함된 입자와의 거리만을 비교하기 때문에 typical case에서 총 계산량은 O(N)이다.

3.3 GPU를 활용한 병렬 계산

GPU는모든입자의자유도가동시에갱신되는 (parallel update)분자동역학계산을병렬처리하는데최적화된연산장

치이다. GPU가가진계산능력을 100퍼센트활용하려면 gpu의 hardware및작동원리에대한깊은이해가필요하지만,

비전공사용자의입장에서이는매우어려운일이다.이강의에서는 Nvidia사의 GPU에서 CUDA (Compute Unified

Device Architecture)를 사용해 병렬계산을 수행하는데 필요한 최소한의 정보만을 “필자가 이해하는 방식으로" 설명

할 것이다 2.

3.3.1 GPU의 구조와 작동원리

• GPU는 LED모니터로비유할수있다.모니터의 grid좌표점 (m, n)마다픽셀이심어져있듯, Nvidia사의 GPU

에는 연산을 수행할 수 있고 고유의 grid 좌표점 (m, n) 혹은 (l, m, n)을 지정할 수 있는 수천개의 cuda cores가
2사이트 https://sites.google.com/view/jdnoh/lectures에서 tutorial에 사용된 cuda와 python source code를 다운로드할 수 있다.
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심어져 심어져 있다.

• 그래픽정보가주어지면모니터의픽셀이좌표값에할당된 rgb신호를동시에출력하듯이, cuda cores는자신의

그리드 좌표값을 참조하며 함수계산을 독립적으로 동시에 수행한다.

• SPP 입자를 cuda core에 대응시켜주면 분자동역학 계산을 병렬로 수행할 수 있다.

3.3.2 CUDA kernel

cuda kernel은 cuda cores가 수행할 작업을 정의한 함수 혹은 서브루틴을 지칭한다. 218 차원의 두 벡터 a, b의 합

c = a+ b을 구하려면, cuda kernel은 아래와 같은 방식으로 정의하고

__global__ void a_plus_b_equal_c(int *a, int *b, int *c)

{

unsigned int tid = threadIdx.x + blockIdx.x*blockDim.x;

c[tid] = a[tid] + b[tid];

}

다음의 방식으로 호출한다.

int nBlock = 1024, nThread = 256;

a_plus_b_equal_c<<<nBlock, nThread>>>(a, b, c);

앞서 사용한 비유를 사용하여 설명을 이어가보자.
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• <<<1024, 256>>>는 1024 ˆ 256개의 픽셀 그리드를 가진 가상 모니터를 생성하라는 지시어다. (1 grid = 1024

blocks, 1 block = 256 threads)

• cuda kernel이 호출되면 각 픽셀 (cuda core)은 자신의 그리드 좌표값을 사전에 설정한 방식으로 변환해서

지정된 작업을 수행한다. (threadIdx.x = 0, ..., 255, blockIdx.x = 0, ..., 1023, blockDim.x = 256)

• blockDim.x(블록 한개에 포함된 쓰레드의 갯수)는 32의 배수로!

3.4 CUDA를 활용한 분자동역학 병렬계산 pseudo code

pseudo code

# Vicsek_Config.cu or Vicsek_Tseries.cu

initialize()

for t = 0, ..., T

Xupdate<<<nBlock, nThread>>>()

linked_cell()

PolarAngleUpdat<<<nBlock, nThread>>>()

Vupdata<<nBlock, nThread>>>()

write_order_parameter()
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3 수치적연구방법

write_config()

finalize()

package

압축파일 vicsek_turorial.tgz 속에

Vicsek_Config.cu (configuration을 출력하는 메인 프로그램)

Vicsek_Tseries.cu (order parameter 시계열을 출력하는 메인 프로그램)

VicsekKernel.cu (cuda kernel)

VicsekModel.cu (class 정의)

compile and run (CUDA Version 11.6)

nvcc -O2 Vicsek_Config.cu -o Vicsek_Config.exe -lm -lcurand_static -lculibos

--extended-lambda

Vicsek_Config.exe {lx} {ly} {rho} {v0} {eta} {seed} {tmax} {ic=gas or liq}

=> 파일출력Vicsek_Config_from_{ic}_state_Lx{lx}Ly{ly}Rho{rho}Eta{eta}V{v0}.dat

Vicsek_Tseries.exe {lx} {ly} {rho} {v0} {eta} {seed} {tmax} {ic=gas or liq}

=> 파일출력Vicsek_Tseries_from_{ic}_state_Lx{lx}Ly{ly}Rho{rho}Eta{eta}V{v0}.dat
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3.5 Python으로 애니메이션

Python의 matplotlib.pyplot package를활용하여 Vicsek모형의동역학을 animation으로확인할수있다. Python의

장점은놀랄만한유연성에있지만, loop계산이지독하게느리다.이를해결하는여러가지방법이있지만,필자는핵심

loop를 C/C++로 작성하고 이를 컴파일하고 라이브러리로 변환한 후 python에서 불러 쓰는 방법을 사용하고 있다.

• package: 압축파일 VicsekPython.pgz 속에

anim.py, model.py: Vicsek 모형과 애니메이션

sub_local_field.c: 각 입자의 velocity angle을 업데이트하는 계산을 담당하는 C subroutine

SConstruct: C 프로그램을 컴파일하여 라이브러리로 만드는데 필요한 스크립트 파일

"scons" software tool을설치한후, scons명령어를입력하면 SConstruct스크립트파일이지시하는대로 sub_local_field.c

를 컴파일 한 후 라이브러리 생성해준다.

• 실행 python3 anim.py

3.6 참고 자료

• CUDA 공식 홈페이지 https://developer.nvidia.com/cuda-zone

CUDA quick start guide, tutorial, CUDA C/C++ programming guide, ...

• Thrust https://developer.nvidia.com/thrust
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GPU에서 유용한 utilities의 모음: sort_by_key, fill, reduce, ...

• CuPy 홈페이지 https://cupy.dev/

CUDA with python
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4
해석적 연구 방법

입자 기반의 모형에 대한 정성적인 이해를 위해 밀도 및 속도 필드에 대한 장이론을 공부해보자. 장이론은 scalar field

인 밀도 ρ(r, t) =
ř

i δ(r ´ ri(t))와 vector field인 polarization p(r, t) = 1
ρ(r,t)

ř

i
vi(t)

|vi(t)|
δ(r ´ ri(t)), 혹은 운동량

밀도 (magnetic system에 비유해서 자화밀도라 칭하기도 한다) m = ρp 에 대한 연속 방정식을 유도하는 것으로

시작한다.

4.1 Boltzmann 방정식

볼츠만 방정식은 입자계의 성질을 one-particle distribution function

f (r, θ, t) =

C

N
ÿ

i=1

δ(r ´ ri(t))δ(θ ´ θi(t))

G

(ri, θi : position and polar angle of the ith ptl. ) (4.1)

을 통해 기술한다 [BDG09]. x()y은 확률적인 운동 경로에 대한 평균을 의미한다. f 함수는

1
V

ż

V
dr

ż π

´π
dθ f (r, θ, t) =

N
V

= ρ0 (4.2)
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4 해석적연구방법

을 만족한다 (normalization 조건).

4.1.1 Time evolution

δt의 동안 f함수의 변화 δ f = f (r, θ, t + δt) ´ f (r, θ, t)를 추적해보자.

• self-propulsion: r Ñ r+ v0nθδt

δ f
δt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s.p.
=

f (r ´ v0nθδt, θ, t) ´ f (r, θ, t)
δt

= ´v0nθ ¨ ∇ f . (4.3)

• λδt의 확률로 일어나는 운동 각도의 무작위적인 확산(self diffusion): θ
λδt
ÝÝÑ θ + ζ 이고 ζ의 확률분포함수는

Pη(ζ)이다 (평균은 0, 분산은 η2).

δ f
δt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s.d.
= ´λ f (r, θ, t) + λ

ż π

´π
dθ1

ż

dζ f (r, θ1, t)Pη(ζ)δ mod 2π(θ ´ (θ1 + ζ)) (4.4)

= λ

[
´ f (r, θ, t) +

ż π

´π
dθ1 f (r, θ1, t)Pη(θ ´ θ1)

]
(4.5)

• binary collision: 밀도가 낮다면 셋 이상의 입자가 동시에 충돌하여 상호작용하는 사건을 무시할 수 있다. 운동

각도가 (θ1, θ2)인두입자가충돌해속도정렬상호작용을겪었다고하자.속도정렬에도 Pη 분포를따르는잡음이

작용한다면 각 입자의 운동 각도는

θ1
δtK(θ2´θ1)
ÝÝÝÝÝÝÝÑ θ1 + H(θ2 ´ θ1) + ζ, (4.6)

θ2
δtK(θ2´θ1)
ÝÝÝÝÝÝÝÑ θ2 ´ H(θ2 ´ θ1) + ζ1. (4.7)
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4 해석적연구방법

이 되고 H(ϕ = θ2 ´ θ1)는 완전한 속도 정렬이 일어났을 때의 산란 각도이다. Vicsek-type의 경우에는

H(ϕ) =
ϕ

2
. (4.8)

K(ϕ)는각도차이가 ϕ인두입자의 total scattering rate를의미한다.입자의상호작용거리가 r0이고상대속도의

크기가 v0|nϕ ´ n0| = 2v0 sin |ϕ/2|임을 고려하면 다음을 얻을 수 있다.

K(ϕ) = 4r0v0K0(ϕ)

(
K0(ϕ) := sin

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

)
(4.9)

따라서,

δ f
δt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

coll
= ´ 4r0v0

ż

dθ1K0(θ ´ θ1) f2(r, θ; r, θ1) (4.10)

+ 4r0v0

¡

dθ1dθ2dζK0(θ2 ´ θ1) f2(r, θ1; r, θ2)Pη(ζ)δ2π(θ ´ (θ1 + H(θ2 ´ θ1) + ζ)) (4.11)

= ´ 4r0v0

ż

dθ1K0(θ ´ θ1) f2(r, θ; r, θ1) (4.12)

+ 4r0v0

ĳ

dθ1dθ2K(θ2 ´ θ1) f2(r, θ1; r, θ2)Pη(θ ´ θ1 ´ H(θ2 ´ θ1)). (4.13)

위의 식은 two-particles distribution function f2(r1, θ1; r2, θ2; t)을 포함하고 있다. 일반적으로 n-particles dis-

tribution function의 운동방정식은 (n + 1)-particles distribution function을 포함하고 있어서, 전체 방정식은

무한히많은분포함수들이계층적으로결합된 Bogoliubov–Born–Green–Kirkwood–Yvon (BBGKY) hierarchy

구조를 갖는다. 이 난관을 모면하기 위해 평균장 근사 혹은 molecular chaos 가정을 채택하자.

f2(r1, θ1; r2, θ2; t) = f (r1, θ1, t) f (r2, θ2, t) (4.14)
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4 해석적연구방법

밀도가 낮고 입자-입자 상관관계를 무시할 수 있다는 가정을 통해 얻은 Boltzmann 방정식은 아래와 같다.

Bt f (r, θ, t) + v0nθ ¨ ∇ f (r, θ, t) =λ

[
´ f (r, θ, t) +

ż π

´π
dθ1 f (r, θ1, t)Pη(θ ´ θ1)

]
´ 4r0v0

[
f (r, θ, t)

ż

dθ1K0(θ ´ θ1) f (r, θ1, t)

+

ĳ

dθ1dθ2K0(θ2 ´ θ1) f (r, θ1, t) f (r, θ2, t))Pη(θ ´ θ1 ´ H(θ2 ´ θ1))

]
. (4.15)

척도변환 t Ñ t/λ, r Ñ
v0
λ r, f Ñ ρ0 f 을 통해 시간과 변위와 밀도를 무차원 변수로 표시하면 식 (4.15)에서

λ = v0 = 1로 놓을 수 있고 식 (4.2)에서도 ρ0 = 1로 놓을 수 있다. 무차원 방정식에서 식 (4.9)의 total scattering rate

함수는 K(ϕ) = 2πκK0(ϕ)이 되고, 속도정렬 상호작용의 세기는 무차원 결합상수 κ로 정해진다.

κ =
2r0v0ρ0

πλ
(4.16)

4.1.2 Angular Fourier mode expansion

낮은 밀도에서 평균장 근사를 취했음에도 불구하고 Boltzmann 방정식은 여전히 복잡하다. 이론적인 접근을 위해

one-particle distribution function의 moments, 혹은 Fourier modes를 고려하자.

f̂k(r, t) =
ż π

´π
dθ f (r, θ, t)eikθ

ô f (r, θ, t) =
1

2π

8
ÿ

k=´8

f̂k(r, t)e´ikθ (4.17)

Fourier modes의 특성을 정리해보자.

• f̂´k(r, t) = f̂ ˚
k (r, t)
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• f̂0(r, t) = ρ(r, t): 입자 밀도

• ρp(r, t) =

Re f̂1

Im f̂1

 : 운동량 밀도 (입자 밀도 ˆ polarization) = local flocking order parameter

• ρQ = 1
2

Re f̂2 Im f̂2

Im f̂2 ´Re f̂2

: nematic tensorial field (운동량 밀도의 비등방성)

Fourier급수에대한 convolution정리 (C(θ) =
ş

dθ1A(θ ´ θ1)B(θ1)의 Fourier modes는 Ĉk = ÂkB̂k)를활용하면 θ

공간에서의 Boltzmann 방정식 (4.15)을 Fourier 모드 사이의 결합된 방정식으로 손쉽게 바꿀 수 있다 1.

Bt fk(r, t) +
1
2
(Bx + iBy) fk´1 +

1
2
(Bx ´ iBy) fk+1 = ´(1 ´ Pk) fk + κ

8
ÿ

l=´8

Jkl fk´l(r, t) fl(r, t), where (4.18)

Pk =

ż

dζPη(ζ)e´ikζ = e´k2η2/2,Jkl = Pk Ik/2´l ´ Il, Iu =

ż π

´π
dθK0(θ)eiuθ =

$

’

&

’

%

4
1´4u2 , u : integer

4
1+2u sin uπ , u : half-integer

(4.19)

4.1.3 균일한 무질서 상태

균일한 무질서 상태 혹은 기체상태에 해당하는 상태

fk(r, t) = fG,k := δk0 (4.20)

1오해의 여지가 없을 경우 Fourier modes를 의미하는 ˆ기호를 생략하겠다.
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는 볼츠만 방정식 (4.18)의 뻔한 정상상태 해이다. 이 해가 균일한 섭동

fk(r, t) = fG,k + ϵk(t) (|ϵk| ! 1) (4.21)

에 대해 안정한지 살펴보자 (linear stability analysis). 선형 근사에서 k ‰ 0인 섭동항은 운동방정식

ϵ̇k = µkϵk + O(ϵ2) (µk := ´(1 ´ Pk)κ(Jk0 + Jkk)) (4.22)

을따른다.모든 Fourier modes가서로독립적임을알수있다. Order parameter에해당하는 k = 1모드의안정조건

µ1 = ´(1 + 8κ/3) + (1 + 4κ)P1 ă 0으로부터 균일한 무질서 상태가 불안정해지는 잡음 세기의 입계값을 구할 수

있다.

ηc(κ) =

d

´2 log
(

1 + 8κ/3
1 + 4κ

)
(4.23)

4.1.4 균일한 flocking ordered state

높은 밀도 혹은 작은 잡음 (η ă ηc(κ)) 영역에서 균일한 기체상태는 불안정해진다. 아래의 단계를 밟아가며 균일한

기체상태가 아닌 영역에서의 상평형 그림을 구해보자.

1. 균일한 (Bx = By = 0) 액체상태에 해당하는 정상상태 (Bt = 0) 해 fk(r, t) = fL,k ‰ 0를 연립방정식

(1 ´ Pk) fL,l = κ
ÿ

l

Jkl fL,k´l fL,l (4.24)

을 풀어 구한다. 수치적으로는 푸리에 모드를 |k| ă kc인 영역으로 제한한 후 iteration 방법으로 구할 수 있다.
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Figure 4.1: Boltzmann 방정식의 상평형 그림 ([Mah18]에서 발췌함. 그림의 ρ0와 본문의 κ 사이에는 ρ0 = πκ의 관계

가 있다.)

2. 균일한 액체상태 fL,k에서 wave vector가 q = (qx, qy)인 불균인한 평면파 요동의 linear stability를 조사한다.

fk(r, t) = fL,k + δ fk,q(t)eiq¨r (4.25)

선형근사에서 요동의 운동방정식은
d
dt
(δ fk,q) = M(q)kl(δ fl,q) (4.26)

이고, 선형 안정성을 결정하는 행렬은

M(q)k,l = ´(1 ´ Pk)δkl(1 ´ Pk) ´
i
2
(
(qx + iqy)δk,l+1 + (qx ´ iqy)δk,l´1

)
+ κ (Jk,l + Jk,k´l) fL,k´l (4.27)

이다.
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3. 각각의 q에서 안정성 행렬M(q)의 고유치를 구하고, 실부 파트가 양의 값을 갖는 고유치가 존재하는지 조사한

다. 모든 q에서 모든 고유치의 실수 파트가 음수인 영역에선, 균일한 액체상태가 안정적인 해가 된다. 만약, 실수

파트가 양수인 고유치가 하나라도 존재한다면, 그 영역에서 균일한 액체상태는 불안정하다.

그림 4.1에서 색깔로 칠해진 부분은 특정한 q의 요동에 의해 균일한 액체상태가 불안정해지는 영역이다. 가장 불안

정성이 높은 요동의 wave vector는 q ‰ 0임이 밝혀졌다 [Mah18]. 색깔이 칠해진 영역에서 계의 입자 및 polarization

의 분포가 불균일함을 내포하고 있다. 이 영역에서 Boltzmann 방정식 (4.15)을 수치적분하면 횡으로 늘어선 여러

개의 band가 진행하는 것을 확인할 수 있다 [Mah18]. 이상으로 우리는 Boltzmann 방정식으로부터 균일한 기체

상태 (disordered phase), 균일한 액체상태 (flocking phase), 불균일한 공존상태 (bands phase)로 구성된 상평형

그림 (4.1)을 얻었다. Vicsek 모형의 상평형 그림 (2.2) 사이의 유사성과 차이점을 확인해보길 바란다.

4.1.5 Hydrodynamic equation

Boltzmann 방정식으로부터 상평형 그림의 정성적인 특성을 이해했으나, 여전이 수치적 접근 방법에 지나치게 의

존하고 있어 상전이 메커니즘을 이해하기가 어렵다. 해석적인 접근을 위해 좀더 과감한 가정을 도입하자. 불균일한

공존상태에서 기체상태 쪽 경계선 (식 (4.23))으로 다가갈수록 fkě1(r, t)의 크기가 전체적으로 작아질 것이다. 또한 경

계선으로 다가갈수록 계의 비등방성이 줄어들 것이다. 이러한 기대를 전제로 하여 전체 Fourier modes 가운데 k = 0

모드 (입자 밀도), k = 1 모드 (polarlization)만 남기고 나머지 모드들을 효과적으로 제거한 hydrodyanmic 방정식을

유도해보자 [BDG09]. f0 = ρ, f1 = ρ(px + ipy)임을 상기하자.

식 (4.18)에 k = 0, 1, 2를 대입하여 hydrodynamic field ρ, p와 leading correction term에 관한 운동방정식을

구해보자.
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• particle density (k = 0)

Btρ +
Bx

2
( f´1 + f1) +

iBy

2
( f´1 ´ f1) = 0 ñ Btρ +∇ ¨ (ρp) = 0. (4.28)

• polarization (k = 1)

Bt f1 +
Bx

2
( f0 + f2) +

iBy

2
( f0 ´ f2) = ´(1 ´ P1) f1 + κ(J1,0 + J1,1) f0 f1 + κ(J1,2 + J1,´1) f2 f´1 + O( f|k|ě3)

(4.29)

• nematic order parameter (k = 2)

Bt f2 +
Bx + iBy

2
f1 = ´(1 ´ P2) f2 + κ

(
J20 f2 f0 + J2,1 f 2

1 + J22 f0 f2

)
+ O( f|k|ě3) (4.30)

f2는 hydrodynamic fields보다 time scale이짧아서항상 quasi-steady state에근접해있다고가정하면식 (4.30)에서

Bt f2항을 0으로 놓을 수 있고, f2를 f0과 f1함수로 구할 수 있다. 이렇게 구한 f2를 식 (4.29)에 대입하고 정리하면 입자

밀도와운동량밀도 w = ρp로이뤄진닫힌운동방정식을얻을수있다.정확한꼴의운동방정식은참고문헌 ([BDG09]

의 식 (27-32))에서 확인하기로 하고, 가장 중요한 역할을 하는 항만 살펴보자.

Btw+ γ(w ¨ ∇)w =
!

µ(ρ) ´ ξ(ρ)w2
)

w+ additional terms (4.31)

붉은 색으로 표시한 항은 vector order parameter를 갖는 계의 Landau-Ginzburg 이론에 등장하는 항이다. ξ ą 0

인 Landau-Ginzburg 이론에서, reduced temperature 역할을 담당하는 µ 값이 음수에서 양수로 변함에 따라 계는

disordered phase (w = 0)와 ordered phase (w ‰ 0) 사이에서 상전이를 겪는다. 열평형계의 Landau-Ginzburg
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이론과의 차이점은 effective reduced temperature µ가 local density에 의존한다는 점이다. 즉,

µ(ρ(r)) = 4κ
ρ(r)

ρ0

(
e´η2/2

´
2
3

)
´

(
1 ´ e´η2/2

)
. (4.32)

입자의밀도에작은요동이발생하면 ρ(r) ą ρ0인영역과 ρ(r) ă ρ0인영역이나뉘게된다.밀도가높아진영역에서

는 µ 값이 양수가 되어 입자들이 집단적으로 한 방향으로 움직이고 따라서 입자의 local density는 더욱 더 높아진다.

반면에 반대의 영역에서는 µ 값이 음수과 되어 입자들이 마구잡이로 움직이며 주변에 흡수되어 local density는 더

욱 더 낮아진다. 입자 밀도에 의존하는 effective reduced temperature가 Vicsek-type 모형에서 나타나는 bands에

의한 microphase separation의 메카니즘임을 알 수 있다. Hydrodynamic equation에 대한 자세하고 엄밀한 계산은

[BDG09]을 참고하라.

4.2 Smoluchowski 방정식

Bolzmann 방정식이 coarse-grain된 Vicsek-type 모형의 장방정식에 적합한 반면에, 식 (3.3)과 같은 연속 시간 운

동방정식을 따르는 ABP 기반 모형의 장방정식은 Smoluchowski 방정식이 적합하다. 이 방법은 Langevin 동역학을

따르는 다체계의 장방정식을 유도한 Dean의 이론 [Dea99]을 ABP 모형에 적용하는 것이다 [GRBSG14]. 다체계의

확률밀도함수에서 출발해서 역식 molecular chaos 가정을 도입하면, one-particle distribution function이 만족하

는 Smoluchowski 방정식을 유도할 수 있다. Boltzmann 방정식과의 달리 Smoluchowski 방정식은 multiplicative

stochastic noise항을 포함하고 있다.
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5.1 Beyond mean field theory

Boltzmann 방정식과 Smoluchowski 방정식, 그리고 그로부터 유도된 hydrodynamic 방정식들은 모두 molecular

chaos를 가정한 평균장 이론이다. 평균장 이론으로 Vicsek-type 모형에서 발생하는 무질서 기체상, 떼지음 액체상,

공존상이 존재는 상평형 그림, 그리고 각 상태에서의 물성을 이해할 수 있다. 상평형 그림뿐만이 아니라 임계현상의

보편성을 위해서는 평균장 이론을 뛰어넘는 이론적인 접근이 필요하다.

서로밀어내는상호작용을교환하는능동입자의상분리현상(MIPS, motility-induced phase separation)도 hydro-

dynamic 방정식을 통해 활발히 연구되고 있다. 열평형계에서 일어나는 기체-액체 상분리 현상은 model B의 범주로

분류되는 스칼라 장방정식으로 기술된다 [HH77].

Btϕ = ´∇ ¨

(
J +

?
2DMΛ

)
J = ´M∇µeq = ´M∇δF

δϕ
with F[ϕ] =

ż
"

a
2

ϕ2 +
b
4

ϕ4 +
K
2

|∇ϕ|
2
* (5.1)

위의 식에서 자유에너지항으로부터 유도되지 않는 항을 추가함으로써 열평형 이론을 능동물질계로 확장할 수 있다.
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예를 들어

J/M = ´∇
[

BF
BF

+ λ|∇ϕ|
2
]
+ ζ(∇2ϕ)∇ϕ (5.2)

로확장한이론인 active model B+ (AMB+)가있다 [TNC18].위의식에서잡음항을 0으로놓은평균장이론만으로도

매우 흥미로운 상분리 현상을 보인다. 평균장 이론을 넘어서서 잡음항의 효과가 모두 고려된 stochastic field theory

에 대한 연구가 필요한 시점이다.

5.2 Discrete symmetry flocking

Vicsek-type 및 ABP 모형의 내부 자유도에 해당하는 속도방향각도 θ는 연속변환 (θ Ñ θ + ϕ)에 대해 대칭적이다.

연속 대칭성을 완화한 불연속 변환 대칭성을 갖는 능동물질계의 집단거동은 이론적으로 매우 흥미로운 연구주제이다.

속도방향벡터 n = (cos θ, sin θ)의 방향각도가 p개의 불연속적인 값

θ =
2πs

p
, (s = 0, 1, ¨ ¨ ¨ , p ´ 1) (5.3)

으로 제한된 active p-state clock model을 생각해보자 [CMR22, SCTT22]. Vicsek 모형은 p = 8인 극한에 해당하며,

가장 간단한 p = 2인 경우는 active Ising model (AIM)에 해당한다 [ST13].

순수한이론적인흥미를넘어서서 AIM은 flocking상전이가기체-액체상전이와같은현상임을확립하는데결정적

인기여를했다 [SCT15].그러나,최근에새롭게발표된연구결과는작고짧은시간동안에수행되는수치시늉내기에

서 얻은 결과와 평균장 이론 기반 비선형 hydrodynamic 방정식에서 얻은 결과가 얼마나 취약할 수 있는지를 여실히

보여주고있다 [BGR+23, WN24]. AIM의 연구의 흐름을 간단히 정리해보자.

1. AIM의 등장으로 flocking 상전이의 기체상→ 공존상→ 액체 상전이 이론의 정립되었다 [SCT15].
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2. Droplet excitation이 새롭게 발견되어 장거리 질서를 갖는 액체상태가 metastable 상태라는 것이 밝혀졌다.

이로 인해 기체-액체 상전이 이론의 근거가 사라졌다 [BGR+23].

3. Motility-induced interface pinning (MIIP) 현상이 새롭게 발견되었다. MIIP로 인해 잡음의 세기가 작을 때

계의 상태가 액체상태가 아닌 disordered pinned state가 된다 [WN24].

4. 이것이 끝이 아니다.

Figure 5.1: Band, droplet, and MIIP in the AIM (각각 [SCT15, BGR+23, WN24]에서 발췌).

5.3 Chirality

생물계의다양성은물리학자에게끊임없이새로운영감을제공하고있다. Paenibacillus vortex박테리아집단은계전체

의경계를따라흐르는 edge current를만들고 [LCS+24], molecular motor assay에올려진microtubles과 [SNS+12]

편모로 움직이는운동 박테리아 Serratia marcescens은 거시적인 크기 (O(1mm))의 vortex array를 생성하고 [SNS+12,
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XW24],밀도가높은 E. coli는서로의운동을동기화해서원운동파동을만든다 [CLS+17].이들계를이루는입자들은

chirality를 갖고 있어서, 속도정렬 상호작용이 Vicsek-type 모형보다 다양한 협동현상을 보인다.

Figure 5.2: vortices in bacteria (각각 [SNS+12, CLS+17, XW24]에서 발췌).

Vortex array 패턴을 설명하기 위해 Sumino 등은 명시적인 chirality를 포함한 모형계를 제시하였다 [SNS+12]

ri = v0nθ

θ̇i = ωi +
α

|Ni(r0)|

ÿ

jPNi(r0)

sin(θj ´ θi)

ω̇i = ´
1
τ
(ωi ´ ω0) + ξi(t)

(5.4)

Chirality를 명시적으로 도입했기 때문에 이 모형이 vortex array 패턴을 보여주는 것은 놀라운 일이 아니다. 한편 Xu
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와Wu는 그들의 실험 결과를 다음의 모형으로 재현할 수 있다고 보고하였다:

ri = v0µi finθ +
a

2Drxir,i

θ̇i = ωi +
kθ

|Ni(r0)|

ÿ

jPNi(r0)

sin(θj ´ θi) +
a

2Dθξθ,i

ω̇i = ´
ωi

τ
+

kω

|Ni(r0)|

ÿ

jPNi(r0)

(ωj ´ ωi) + sign(ωi)e´|ωi|ω0 +
a

2Dωξω,i(t)

(5.5)

ω Ø ´ω의 대칭성이 유지되고 명시적인 chirality를 도입하지 않았음에도 vortex cell이 구현됐다는 것은 상호작용에

의해 ω Ø ´ω의 대칭성이 자발적으로 붕괴되었음을 의미한다. Chiral active 입자의 pattern formation은 흥미로운

연구주제가 될 것이다.

5.4 Multi-species system

여러 종의 능동 입자가 혼합된 계는 active matter 연구의 새로운 장을 열고 있다. A, B 두 종으로 이루어진 계에서

입자 사이의 속도정렬 상호작용의 속성을 2 ˆ 2행렬 Jαβ로 나타내자 (α, β = A, B).

• Chatterjee와 공동연구자들은 JAA = JBB ą 0 이고 JAB = JBA ă 0인 경우, 즉 같은 종 입자끼리는 속도를 같은

방향으로 정렬하고 다른 종 입자끼리는 반대 방향으로 정렬하는 경우를 연구하였다 [CMW+23]. 두 종의 입자

는 antiparallel flocking state와 parallel flocking state를 형성하며 서로를 배척하려는 상호작용을 활용 혹은

회피하는 방식으로 집단 거동을 보인다.

• JAB ‰ JBA인 경우 두 종 사이의 상호작용은 nonreciprocal 성질을 갖으며 [FHLV21], 특히 JAB ˆ JBA ă 0
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Figure 5.3: Two-species Vicsek 모형의 antiparallel flocking and parallel flocking states ([CMW+23]에서 발췌).
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Figure 5.4: Non-reciprocal Vicsek model ( [KK24]에서 발췌).

인 경우, 입자들이 서로 쫓고 쫓기며 chiral 상태 혹은 술래잡기 상태, clustering 등 흥미로운 동역학적 상태를

보인다 [MSA+23, MCNR24, KK24].
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